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f : P1 ! Xに対し，対応するHomスキームの点を [f ] 2 Hom(P1; X)とかく．
有理曲線C  Xに対しその正規化をとることにより非定値射fC : P1 ! C  X







接束 TX の fC による引き戻し f CTX に対しある整数 a1  a2 : : :  amが存在
して，
f CTX = OP1(a1) OP1(a2) : : : OP1(am)
とかける．
定義 2.1. 上記記号のもと，全ての iに対し ai  0が成り立つとき，C を自
由有理曲線（free rational curve）という．また，a1 = 2 > a2を満たす自
由有理曲線 C を標準的有理曲線（standard rational curve）という（[19,
Denition IV2.8]では「極小有理射」と呼んでいることに注意する）．
像と双有理同値な射 f : P1 ! Xをパラメータ付けするHom(P1; X)の開部分
スキームをHombir(P1; X)  Hom(P1; X)とかく．さらに，Hombir(P1; X)の正




と記す（[19, Comment II.2.7, Denition-Proposition II.2.11]参照）．有理曲線
C  Xに対し，対応する点を [C] 2 RatCurvesn(X)とかく．
定理 2.2 ([19, Corollary II.2.12, Theorem II.2.15]). 上記記号のもと，以下の
可換図式が成り立つ









さらに，U と uはそれぞれ主Aut(P1)束であり，pは P1束である．
注意 2.3. 一般に，RatCurvesn(X)からX のチャウスキームへの自然な有限
射 RatCurvesn(X) ! Chow(X)が存在する．この射はほとんどの点で単射
（generically injective）であるが，一般には必ずしも単射ではない．
評価写像 P1  Homnbir(P1; X)! Xに対応し，Univ(X)の評価写像
Univ(X)! X
が定まる．以下，RatCurvesn(X)の既約成分Mを固定し，p : U !Mにより











分Mと任意の x 2 Xに対し p( 1(x))の正規化をMxと記し，px : Ux !Mx
と x : Ux ! Xにより対応する普遍族を表す．[19, Corollary II.2.12]により px
は P1束である．
注意 2.5. 極小有理成分Mに対し，Mが C上固有的であることと C上射
影的であることは同値である．実際，Mが C上固有的ならば，有限射  :
RatCurvesn(X) ! Chow(X)による像 (M)も C上固有的である．一般に，
Chow(X)がC上射影的なので (M)も射影的となり， :M! (M)が有限
であることからMの射影性も従う．




定理 2.7. MをXの極小有理成分とする．一般の点 x 2 Xと [C] 2 Mxに対
し，以下が成立する．
(i) Cは自由である．
(ii) Mxは非特異かつC上射影的であり，dimMx =  KX :C 2を満たす．
(iii) [C] 2MxがMxの既約成分の一般元であれば，Cは標準的である．
(iv) fC(o) = x (o 2 P1)とすると，fは oにおいてはめ込みである．すなわ
ち，fC の oにおける微分 (dfC)oは零写像でない．
(v) Mxは  1(x)と同型である．
証明. (i)は [19, Theorem II.3.11]と同様の議論により従う．(ii)の射影性以外
の主張は [19, Theorem II.1.7, Theorem II.2.16]から従う．Mxが射影的である
ことは [19, Proposition II.2.2]と極小有理成分の次数の最小性から従う．(iii)
は [19, Corollary II.2.9]より従う．(iv)と (v)は [17, Theorem 3.3]より従う．
定義 2.8. Xの極小有理成分Mと一般の点 x 2 Xに対し，定理 2.7 (iv)によ
り，次の射が定まる：
x :Mx ! P(
X;x); [C] 7! [Im((dfC)o)]
この射を xにおける接写像（tangent map at x），
Cx := Im(x)  P(
X;x)
をXの点 xにおけるVMRT (Variety of Minimal Rational Tangents at
x)という．さらに，一般の点 x 2 X に対し xが定まることと定理 2.7 (v)に
より，有理写像












定理 2.9 ([17, Theorem 3.4], [14, Theorem 1, Corollary 1]). 定義 2.8の仮定の
もと，以下が成立する．
(i) x :Mx ! Cxは有限射である．
(ii) x :Mx ! Cxは双有理射である．
従って，x :Mx ! Cxは正規化である．
命題 2.10 ([1, Proposition 2.7]). 定義 2.8の仮定のもと，x : Mx ! Cx が
[C] 2 Mx においてはめ込みであることと，C が標準的であることは同値で
ある．
例 2.11. 多様体X  PN が直線で覆われている場合を考える．このとき，X
の極小有理成分Mは直線の族である．定理 2.7 (i)により，一般の x 2 Xと任
意の [`] 2Mxに対し，`は自由有理曲線である．また，2つの単射
TP1 ,! TX j`; TX j` ,! TPN j`
により，`は標準的有理曲線であることが分かる．よって，命題 2.10により，
xははめ込みである．また，固定点 xを通る直線は xにおける接方向により一
意的に定まるので，xは単射である．以上により，x :Mx ,! P(
X;x)は閉埋
め込みであり，従ってMx = Cxとなる．
注意 2.12. X上の極小有理成分Mと一般の点 x 2 Xに対し，px : Ux !Mx
と x : Ux ! X を普遍族に付随する射，TUx=Mx とKUx=Mx をそれぞれ Ux !
Mxの相対接束と相対標準因子とする．自然な射 TUx=Mx jq 1(x)  TUxjq 1(x)と
TUx jq 1(x) ! TX;x
Oq 1(x)の合成を考えると，[17, Theorem 3.3, Theorem 3.4]















2.2. ファノ多様体の指数と擬指数. まず，一般のファノ多様体に対する 2つの
不変量の定義を思い出す：
定義 2.14. ファノ多様体Xに対し，
i(X) := minf KX :C j CはX上の有理曲線 g
をXの擬指数 (pseudo-index)，
r(X) := maxfr j ( KX)=r 2 Pic(X)g
をXの指数 (index)という．
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注意 2.15. 定義により，ファノ多様体X に対し r(X)は i(X)の約数である．
ピカール数が 1より大きいとき，一般にそれらの値は一致しない．実際，X =




予想 2.16 (向井予想, [28, Conjecture 4]). ファノ多様体Xに対し，
(r(X)  1)(X)  dimX
が成り立つ．さらに，等号が成り立つのはX = (Pr(X) 1)(X)のときに限る．
予想 2.17 (一般化された向井予想, [2, Conjecture]). ファノ多様体Xに対し，








[6] i(X)  m+ 1ならば，Xは射影空間 Pmと同型である．
[23, 8] i(X) = mならば，Xは 2次超曲面Qmと同型である．
3. CP予想
A. Borelと R. Remmertにより，以下の等質多様体の構造定理が知られて
いる：





命題 3.2. 射影多様体X に対し，X が等質多様体であることと接束 TX が大
域切断により生成されることは同値である．特に，等質多様体の接束はネフで
ある．
証明. GをAut(X)の単位元を含む既約成分とする．任意の点 x 2 X に対し，
軌道写像を考える：
x : G! X; g 7! gx:
単位元 e 2 Gにおける xの微分 dx : TeG ! TxX はX の代数的ベクトル場
の xにおける評価写像に他ならない：
evx : H











ば，[29, p.42 (iii)]を参照のこと．逆は，例えば [7, Corollary 3.19]から従う．
(ii) 代数群の知識を使わない簡単な証明として，森重文による証明が知られ
ている． 例えば，[19, V. Theorem 1.4]を参照のこと．
系 3.4. 有理等質多様体G=P はネフ接束をもつファノ多様体である．
この逆が成り立つことを主張するのがF. CampanaとT. Peternellによる次
の予想（以下，CP予想と呼ぶ）である：
予想 3.5 ([4, 11.2]). ネフ接束をもつファノ多様体X（以下，CP多様体と呼
ぶ）は有理等質多様体である．従って，半単純線形代数群Gとその放物的部





注意 3.7. Eを楕円曲線 C上の階数２の半安定ベクトル束とする．このとき，







(i) dimX  5．
(ii) (X) = 1を満たし，さらに i(X)  dimXまたは i(X) < 4を満たす．
(iii) (X) > dimX   5．
(iv) X  PN は超曲面の完全交叉多様体．
(v) Xはトーリック多様体またはトロイダル多様体 (toroidal variety)．
(vi) Xはホロスフェリカル多様体 (horospherical variety)．






[4] dimX  3.
[5] dimX = 4; (X) > 1.
[24] (i(X); (X); b4(X)) = (3; 1; 1).
[13] (i(X); (X)) = (3; 1)（[24]における証明は b4(X) = 1を除いても成り
立つことを指摘．）
[42] dimX = 5; (X) > 1.
[15] (dimX; i(X); (X)) = (5; 4; 1).
[43] (X) > dimX   4または dimX  (X)(i(X)  1) + 1.
[16] (X) > dimX   5.
特に，i(X)  3のときと (dimX; i(X); (X)) = (5; 4; 1)の場合については，
第 4.2章において詳しく説明する．定理 3.8の (iv)以降についてはそれぞれ以
下の論文において扱われている．








[22] [Theorem 1.2] トロイダルもしくはトーリック多様体 X に対し，（固
定された余次元の）サイクルのネフ錘 (nef cone)と擬有効錘 (pseudo-
eective cone)が一致するのはXが有理等質多様体のときに限ること
を示している．このことから，定理 3.8 (v)が従う．
[21] 定理 3.8 (vi)を示している．
[40] 定理 3.8 (vii)を示している．
[32] [40]の一般化を扱っている．
4. CP多様体
4.1. ピカール数が 1より大きいCP多様体. この章では，断りがない限り常に




定理 4.1. XをCP多様体， : X ! Y をXの任意の収縮射とする．また，任
意の y 2 Y に対し，j :  1(y) ,! X を自然な包含射とする．このとき以下が
成立する：　
(i) クライマン-森錘NE(X) = NE(X)は単体的 (simplicial)である．
(ii)  : X ! Y は非特異射であり，Y と任意の のファイバー  1(y)も
CP多様体である．
(iii) ピカール数に関する等式 ( 1(y)) = (X)  (Y )が成り立つ．
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(iv) j(NE( 1(y))) = NE(X) \ j(N1( 1(y)))が成り立つ．
証明. Xはファノ多様体なので，NE(X) = NE(X)となることに注意する．さ
らに，CP多様体Xの収縮射  : X ! Y は必ずファイバー型である．実際，
により Y 上の 1点に潰れる有理曲線C  Xが存在するが，接束 TX のネフ性
によりCは自由である．よって，Cの変形がXを覆うことになり，がファイ
バー型であることが導かれる．このことを用いて，[27, Proposition 4 (4)]にお
いて (i)が示された．がファイバー型であることは簡単に分かるが，より強く
(ii)の主張が成り立つ．このことは [40, Theorem 4.4]において示された．また，








命題 4.3 ([27, Lemma 1, Proposition 5]).  : X ! Y をCP多様体の間の収縮
射とする．もし，Y の任意の端射線の収縮射が P1束ならば，ある CP多様体
Zが存在し，X = Y  Zとなる．
X のピカール数が 1より大きいときは，上記定理や命題を用いることによ
りXの構造を調べることができる．
例 4.4. Xをピカール数 2の 3次元CP多様体Xとし， : X ! Y を端射線の
収縮射とする．このとき，定理 4.1により，Y はピカール数 1のCP多様体で
あり dimY  2を満たす．もし dimY = 1ならば， Y = P1となる．このとき，
命題 4.3によりある多様体 Zが存在しX = Y  Zとなるが，Zはピカール数
1の 2次元ファノ多様体なのでZ = P2である．よって，X = P1  P2である．
一方，dimY = 2ならば Y = P2となり，定理 4.1により  : X ! Y = P2はP1
束となることが分かる．Xは と異なる端射線の収縮射 0 : X ! Y 0をもつこ
とに注意する．0に対しても上と同様の議論を行うことにより，Xは P1  P2
と同型になるか，; 0ともに P2上の P1束となるかいずれかである．; 0と




ピカール数 1の CP多様体 X に対し，Mをその極小有理成分，p : U !
M;  : U ! XをMに付随する族とする．Mに対して定理 2.7が成り立つが，
XがCP多様体であればさらに次が成立する．
命題 4.5. 上記記号のもと，以下が成立する：
(i) Mは (m+ i(X)  3)次元非特異射影多様体である．特に，Mは非分
裂である．
146
(ii) 評価写像  : U ! Xは連結ファイバーをもつ非特異射である．
(iii) 任意の x 2 Xに対し， 1(x)は (i(X)  2)次元非特異射影多様体であ
る．特に，i(X)  2である．
証明. 任意の [f ] 2 Homnbir(P1; X)に対し，H1(P1; f TX) = 0となる．すな
わち，変形の障害が消えるので，[19, Theorem II.1.7]により Homnbir(P1; X)
は非特異であり，その次元は (m + i(X))となる．従って，定理 2.7により，
Mは (m + i(X)   3)次元かつ非特異である．Mが非分裂であることは [19,
Proposition II.2.14.1]より従うので，注意 2.5によりMは射影的である．以上
により，(i)が成立する．評価写像 の非特異性は [19, Corollary II.3.5.3]と定
理 2.7により従う．いまXはファノ多様体なので，特に単連結である．のシュ
タイン分解  = f  gを考える．f は有限射であるが，の非特異性により f も
非特異である．すなわち f はエタール射となるが，X の単連結性により f は
同型射である．以上により，(ii)が成立する．(iii)は (i); (ii)から従う．
ここで，CP予想の研究において重要な結果を紹介する．









(ii) 射影多様体 Z は (Z)個の P1 束構造をもち，それらの張る端射線は
N1(Z)において線形独立である．
証明. Xを有理等質多様体とする．定理 3.1により，半単純線形代数群Gとそ
の放物的部分群P が存在しX = G=P となる．このとき，P に含まれるボレル
部分群Bを用いて Z = G=Bとすればよい．逆に，Zが条件 (i); (ii)を満たす
ならば，定理 4.6により Z = G=Bとなる．条件 (i)よりX は有理等質多様体
G=Bの収縮射の像であるが，それは有理等質多様体である．
4.2. ピカール数 1のCP多様体. この章ではXをピカール数 1のCP多様体，
Mをその極小有理成分，p : U ! M;  : U ! X をMに付随する族とす
る．定理 2.19と命題 4.5により，2  i(X)  dimX + 1が成り立ち，さらに
i(X)  dimXとなるのはXが PmまたはQmとなるときのみである．
定理 4.8. 上記記号のもと，以下が成り立つ．
(i) i(X) = 2ならばXは P1と同型である．
(ii) ([24, 13]) i(X) = 3ならばXは有理等質多様体である．
証明. (i) i(X) = 2とすると，命題 4.5 (iii)により はエタール射である．Xは
ファノなので単連結となり，従って U = Xとなる．U !Mは P1束だが，仮
定より (X) = 1なので，U = P1かつMは 1点となる．以上により，X = P1
となる．
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(i) i(X) = 3とすると，命題 4.5 (iii)により は相対次元 1の非特異射であ
る．このとき，[24, Lemma 1.2.2]にあるように，が P1束であることが簡単
に分かる．従って，U は相異なる 2つの P1束構造をもつピカール数 2の射影
多様体なので，系 4.7によりXの等質性が従う．
このように，定理 4.6を用いれば，i(X) = 3のときは簡単にCP予想が成り
立つことを示すことができる．金光により研究された (dimX; i(X); (X)) =
(5; 4; 1)の場合も同様のアイデアにより示された：
定理 4.9 ([15]). 上記記号のもと，(dimX; i(X); (X)) = (5; 4; 1)ならば，X
は有理等質多様体である．
証明. 仮定のもと，[15, Theorem 3.3]にあるように，が P2束であることが分
かる（i(X) = 3のときとは異なり，このことを示すことは簡単ではない）．さ
らに，の相対接束 Tに対しその射影化W := P(T)を考える．金光はこのW





(ii) (i)を用いて，系 4.7に現れるような U を支配する多様体 Zの構成．
(i)に関してはほとんど何も知られておらず，新たなアイデアが求められる．
一方，(ii)に関してはG. Occhetta, L. E. Soa Conde, J. A. Wisniewskiによる
論文 [36]において，Zを構成するアイデアが述べられている．また，その方法
を用いて，次の結果が示された：
定理 4.10 ([36]). X をピカール数 1のファノ多様体とする．X は非分裂極小
有理成分 p : U !Mをもち，その評価写像  : U ! Xが非特異射であると仮
定する．さらに，任意の x 2 X に対し， 1(x)が（固定された）有理等質多
様体Zと同型ならば，Xは有理等質多様体である．　
証明. 定理の仮定のもと， : U ! Xの任意のファイバーは有理等質多様体 Z
と同型である．GをAut(Z)の単位元を含む既約成分とすると，Z = G=P と
かける．ここで，Gは半単純線形代数群，P はその放物的部分群である．この
とき，解析的位相に関して  : U ! XはG=P をファイバーとしてもつファイ
バー束となる．ファイバー束 はコサイクル  2 H1(X;G)を定める．このコ
サイクルを用いて，X上の主G束EG ! Xを構成することができる．さらに，
任意の放物的部分群 P 0  Gに対し，G=P 0束を考えることができる：
qP 0 : EP 0 := EG G G=P 0 := (EG G=P 0)= G! X:
ただし，任意の h 2 Gに対し，(x; gP 0) G (xh; h 1gP 0)とする．このように
定めると，任意の放物的部分群 P1  P2  Gに対し，qP2  qP1;P2 = qP1を満た
す自然な射 qP1;P2 : EP1 ! EP2が存在する．特に，P に含まれるボレル部分群
148









U  // X
また，よく知られているように，Bを真に含む最小の放物的部分群Piが(G=B)
個あり，G=B ! G=Piはそれぞれ P1束である．従って，U := EBは (G=B)
個の P1束 U ! EPiを持つ．
いま，(U) = (G=B) + 1なので，系 4.7を適用するにはさらにもう 1つ独
立な P1束構造が必要である．定理 2.7により，U は P1束構造 p : U ! Mを
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